Schulpraxis

Der DUBUFFETsche Wahrscheinlichkeits- cL

begriff

Wahrscheinlichkeiten sind unsichere Festlegungen, die dadurch entstehen,
dass aus Erfahrung Erwartung wird

G
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MATHEMATIK

WOLFGANG RIEMER - SEBASTIAN KUNTZE

In diesem Artikel wird mit einem nach dem Kiinstler JEAN DUBUFFET benannten Wahrscheinlichkeitsbegriff eine Art Gegenent-
wurf zu gleichsam in Stein gemeiBelten Axiomen der Didaktik der Stochastik prasentiert. Die DuBuFFETsche Sicht auf Wahr-
scheinlichkeit konnte stochastische Weltbilder verschieben, denn: die in der Mathematik vollzogene Kehrtwende weg
von R. V. MISES, der vergeblich versuchte, Wahrscheinlichkeit als Grenzwert relativer Haufigkeiten zu ,definieren“ hin zu
KoLMoGOROFFs ,,Wahrscheinlichkeit als Setzung“ lasst sich unter Beriicksichtigung lernpsychologischer Paradigmen iiber-

raschend einfach so umsetzen, dass seit Jahrzehnten ungeloste didaktische Probleme wie von selbst verschwinden.

1 Namensgebung

Am 05.03.2024 entdeckte DIETER BRANDT im Kunstmuseum Basel
ein Gemalde, das sein Schopfer, JEAN DUBUFFET (1901-1985)
wunsichere Festlegungen® titelte. Damit war der lange gesuchte
Name fiir einen Wahrscheinlichkeitsbegriff gefunden, der auf
den Punkt bringt, was in Schiiler/inne/n von der Grundschule
bis zum Abitur - und auch danach - vorgeht, wenn es um Wahr-
scheinlichkeiten (umgangssprachlich um Chancen) geht: der
DusurrETsche Wahrscheinlichkeitsbegriff.

Im ,,DuBurreTschen Sinn“ sind Wahrscheinlichkeiten keine
objektiv unabhangig vom Menschen existierende GroBen mehr,
sondern Festlegungen, die Zufallserscheinungen auf der Modell-
ebene beschreiben. Die Festlegungen sind jedoch nicht not-
wendig final. Sie werden von der festlegenden Person als
revidierbar angesehen und zwar in Abhangigkeit von weiteren
Erfahrungen. Bei Wahrscheinlichkeiten handelt es sich somit
um unsichere Festlegungen.

Klassische Statistiker/innen werden DUBUFFETs ,,Festlegungen®
als Hypothesen iber ,,die wahre“ Wahrscheinlichkeit deuten.
BAveSianer/innen werden in DUBUFFETS ,,unsicher® ihre a priori /
a posteriori Bewertungen wiedererkennen, mit denen sie ver-
suchen, Vertrauen in die Hypothesen zu quantifizieren.
Schiiler/innen sind aber weder klassische Statistiker/innen,
noch sind sie BAYESianer/innen. Sie nehmen die Welt ganzheit-
lich wahr. Sie erleben - anknipfend an Alltagserfahrungen -
DuBUFFET-Wahrscheinlichkeiten als das Natiirlichste der Welt!

Es scheint, als ware die Sicht eines Kiinstlers bei der Losung von
Problemen hilfreich, die didaktisch interessierte Statistiker wie
H. DINGES vor iiber 40 Jahren aufwarfen: ,,Der objektivistische
Wahrscheinlichkeitsbegriff, der sich an Urne und Gliicksrad
orientiert, scheint gut geeignet, am Anfang des Stochastikunter-
richts zu stehen. Er hat aber Grenzen. Die BAYESsche Formel
passt nicht dazu; sie braucht den subjektiven Wahrscheinlich-
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keitsbegriff. Die hohere Wahrscheinlichkeitstheorie braucht den
Begriff der Hypothese... Viele Schulblicher scheinen entschlossen,
die natiirlichen Denkansdtze liber den Zufall bedenkenlos mit
den aus der Strukturmathematik gewohnten Prinzipien des
Mathematiklernens zu iberrollen...” (DINGES, 1978, 113 und 121).

Abb. 1. JEAN DUBUFFET (* 1901 in Le Havre; T 1985 in Paris)
Déterminations incertaines - Unsichere Festlegungen (1965)
(Kunstmuseum Basel: https://sammlungonline.kunstmuseum-
basel.ch/eMP/eMuseumPlus)

Gedanken Zum Bildtitel , Déterminations incertaines“ und
zum Wahrscheinlichkeitsbegriff

Bei DUBUFFETs Bildtitel ,,Déterminations incertaines® klingt auf
Franzosisch die Bedeutung der deutschen ,,Ungewissheit” mit,
was vielleicht nicht ganz kongruent zum ,unsicher” in der
deutschen Ubersetzung ist. Auch die ,détermination* wird
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gelegentlich in Kontexten verwendet, die mit einem gleichsam
schicksalhaften in die Zukunft gerichteten Entschluss zu tun
haben. Der dem Ausdruck innewohnende Gegensatz zwischen
»détermination und ,,incertain ist damit durchaus spannungs-
geladen und in seiner Kiirze bedeutungsreich. Die ,,unsichere
Festlegung” ist also gleichzeitig in Form eines ,ungewissen
Bestimmungs-Entschlusses” eine angesichts von Ungewissheit
getroffene Modellannahme bzw. Modellierungsentscheidung.

Diese Festlegung ist im Falle der Wahrscheinlichkeit, bei der
man sich fur einen Wert p entscheidet, erfahrungsbasiert: Der
Wert p entspricht einer auf die Zukunft gerichteten Erwartung.
Sie lebt in der Modellebene. Der Entscheidung fiir p liegen fri-
her gemachte Erfahrungen (auf der Realitdtsebene) zugrunde,
die moglicherweise auch in Form einer relativen Haufigkeit
rechnerisch zusammengefasst wurden. Wie DUBUFFET selber um
den Titel gerungen hat, ist seinen Tagebuchaufzeichnungen zu
entnehmen: ,,Champ de détermination“ und ,Déterminations
contradictoires* wurden zugunsten des heute giiltigen ,,Déter-
minations incertaines“ verworfen (BLANK, 2020). Auch dies
passt zum Wahrscheinlichkeitsbegriff: Bei Zufallsvorgangen
einen festlegenden Entschluss zu treffen, fallt nicht leicht,
denn der Zufall lasst sich durch die Festlegung ja nicht zuriick-
drangen, gleichzeitig kann ein Champ de détermination als
»Feld der Festlegungen gut mit der mathematischen Modell-
ebene assoziiert werden. SchlieBlich bleibt auch das Wider-
spriichliche der ,Déterminations contradictoires erhalten,
denn unterschiedliche Erfahrungen fiihren zu unterschiedlichen
Festlegungen.

Aufgrund solcher moglicher Widerspriichlichkeiten bleiben auf
der Modellebene festgelegte Wahrscheinlichkeiten unsicher.

Kurz und knackig:

Der DusurreTsche Wahrscheinlichkeitsbegriff lasst sich wie
folgt umschreiben:
« Wahrscheinlichkeiten sind unsichere Festlegungen.
« Sie entstehen dadurch, dass aus Erfahrung Erwartung
wird.
« Dieser Wahrscheinlichkeitsbegriff unterscheidet
Modellebene und Realitatsebene - messerscharf!
« Die Erfahrung schaut zuriick in die Vergangenheit.
Sie lebt auf der Realitatsebene.
« Die Erwartung schaut nach vorn in die Zukunft.
Sie lebt auf der Modellebene.

Im Folgenden wird skizziert, wie sich der Wahrscheinlichkeits-
begriff im Sinne DUBUFFETs von der Primarstufe bis zur Sekun-
darstufe entwickelt. Fiktive Dialoge grenzen anschlieBend die
DusuFFETsche Sicht auf Wahrscheinlichkeit von den die Didaktik
dominierenden ,klassischen® Sichtweisen (BUCHTER & HENN,
2007, 182 oder ROLFES, GIRANDET & FAHSE, 2018) so ab, dass der
Mehrwert der DUBUFFETSchen Perspektive pragnant hervortritt.

2 Primarstufe

Grundschulkinder arbeiten zunachst - genau wie viele Erwach-
sene im Alltag - mit einem rein qualitativen Wahrscheinlich-
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keitsbegriff. Sie lokalisieren ,,subjektive“ Wahrscheinlichkeiten
auf Skalen zwischen véllig unmdglich und ganz sicher wie in
Abbildung 2.

<«— ganz sicher
von eher wahrscheinlich bis fast sicher
<— 1:1,50:50, fifty-fifty

von fast unmdglich bis weniger wahrscheinlich

-<— vollig unmdglich, ausgeschlossen

Abb. 2. Subjektive Wahrscheinlichkeitsskala in der Primarstufe
(KRUGER et al., 2015, 77)

Wenn die Schilerin MAIKE mehrmals mitbekommen hat, dass
ihre Lehrerin am letzten Schultag vor den Ferien ein Eis spen-
diert hat, wird sie sich auf der qualitativen Skala nahe bei
»ganz sicher® (vielleicht bei 8 von 10) positionieren, wenn sie
nach ihrer Einschatzung fur den kommenden letzten Schultag
befragt wird. Aus ihrer Erfahrung ist Erwartung geworden. lhre
Position 8 ist eine personliche Festlegung. Und dass diese Fest-
legung unsicher ist, driicken Kinder mitunter dadurch aus, dass
sie sich etwas breitbeiniger positionieren. Markieren ihre FiiBe
dann nicht schon auf ganz praformalem Niveau das, was Sta-
tistiker/innen spater ein Konfidenzintervall nennen?

Wie sehr uns diese subjektiven Wahrscheinlichkeiten auch nach
der Grundschule durchs ganze Leben begleiten, machen die
»SATURN-Wahrscheinlichkeiten® aus Abbildung 3 deutlich.

Wie wahrscheinlich wiirden Sie SATURN aufgrund
Ihrer letzten Erfahrung mit unserem Reparaturservice
im SATURN-Markt Koeln 3 (Weiden) einem Freund,
Bekannten oder Kollegen empfehlen?

sehr sehr
unwahrscheinlich wahrscheinlich
DY B BN EEE B EE e B REd Ben

Abb. 3. Online-Feedback des Reparaturservice: Auch die
»SATURN-Wahrscheinlichkeiten beruhen auf Erfahrungen. Die
Befragten sollen darauf basierend eine Festlegung treffen.

3 Der Quantensprung in Klasse 7

Ab Klasse 7 verfiigen Schiler/innen dann Uber den Prozent-
begriff. Das dndert alles!

Als Lehrpersonen (!) beschriften wir die Enden der Wahrschein-
lichkeitsskala bei ,,vollig unmaoglich mit 0% und bei ,,ganz
sicher® mit 100%. Allein durch diesen Kunstgriff, dessen Genia-
litat vielen Unterrichtenden gar nicht bewusst ist, wird die
bisher nur qualitativ arbeitende Wahrscheinlichkeitsskala
quantitativ, weil (im durch Proportionalitaten gepragten
mathematischen Weltbild von Siebtklassler/inne/n) nun zu
jeder Position ein Prozentsatz p gehort.
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Am 24. Derember schneit es

UBUFFETsche Wahrscheinlichkeitsbegriff

Prozentwert =
Grundwert - Prozentsatz

Erwartungswert =
Stichprobengrofe - Wahrscheinlichkeit

Abb. 4. Wahrscheinlichkeitsskala nach KRUGER, SILL & SIKORA (2015, 73)

Und Siebtklassler/innen wissen: Zu jedem Prozentsatz p gehort
bei gegebenem Grundwert n (das ist jetzt die Versuchszahl) ein
Prozentwert n - p, der sich nun als Erwartungswert entpuppt.
Kinder, die auf der Position 80% stehen, erwarten bei 200 Ver-
suchen also +160 Treffer. Und wenn sie dann in mehreren Ver-
suchswiederholungen immer deutlich weniger als 160 Treffer
erhalten, werden sie ihre Position liberdenken und in der Nahe
von 60% positionieren, wenn die Trefferzahlen statt um 180 um
120 streuten. Das ist wie bei MAIKE aus Klasse 3, die ihre Posi-
tion - was das Eis am letzten Schultag betrifft - von 8 auf 6
verschiebt, wenn ihre Lehrerein wegen der vielen Kaugummis
unter der Bank letzte Woche eine sehr ernste Ansage machte.
Aus neuer Erfahrung ist neue Erwartung geworden. Aber natir-
lich handelt es sich bei der neuen Position 60% dann auch nur
um eine (moglicherweise etwas weniger unsichere) Festlegung
im Sinne DUBUFFETS.

4 DuUBUFFET-Wahrscheinlichkeiten in der
Praxis — Die Briicke zwischen Primar- und
Sekundarstufe

Statt sich - wie in der Grundschule - mit FiilBen oder Wasche-
klammern auf einer Skala zwischen unmoglich und sicher zu
positionieren teilen Siebtklassler/innen wegen der durch den
Prozentbegriff erweiterten Weltsicht ihre ,unsicheren Festle-
gungen“ durch Prozentsatze zwischen 0% und 100% mit. Das ist
der Grund dafiir, dass der folgende Arbeitsauftrag (der erste

Schritt des didaktischen Dreisatzes ,,Spekulieren - Experimen-
tieren - Reflektieren®) erfahrungsgemab in keiner Klasse 7 Pro-
bleme bereitet. Er arbeitet komplett in der Modellebene und
belegt eindrucksvoll, wie problemlos man (von vielen Lehrplan-
kommissionen nie hinterfragten Paradigmen zum Trotz) auf
einen Vorkurs ,,beschreibende Statistik“ verzichten kann, wenn
man in das Thema Wahrscheinlichkeit einsteigen mochte.

4.1 Spekulieren

Arbeitsauftrag (ab Klasse 7):

»Schaut euch den Quader (1,3-2-2,3c¢m’) genau an und
schatzt nach Bauchgefiihl die Chancen in Prozent, mit denen
die Augenzahlen 1 bis 6 oben liegen werden, wenn man ihn in
einem Becher wirfelt. Stopp! Nicht wirfeln! Erstmal nur
schatzen! Die Antworten sehen zwischen Flensburg und Passau
aus wie in der Klasse 7 aus Koln, deren Ergebnisse in Abbil-
dung5 zu finden sind.

Wegen guter Erfahrungen mit Symmetrien und schlechter
Erfahrungen mit der Schwerkraft (hochkant stehende Pakete
fallen schnell um) werden gegeniiberliegenden Seitenpaaren
gleiche Chancen eingeraumt, die umso groBer sind, je stabiler
die Lage, d. h. je groBer die Standflache ist.

Gute Erfahrungen mit Proportionalitaten fuhren ab Klasse 7
dazu, dass die Chancen oft auch proportional zu den Seiten-
flachen eingerichtet werden (was wegen des konstanten Volu-
mens einer umgekehrten Proportionalitat zur Standhohe gleich-
kommt).

Wiirfeln mit Quadern: Schatzungen vor dem Experiment e
[ 2] 3] 4 5  6[Summe]|Vertraven / Festeay
Rene 10%| 5%| 35%| 35%| 5%| 10%| 100% 30%
Stefan 15%| 10%| 25%| 25%| 10%| 15%]| 100% 10%
Alexa 10%| 12%| 35%| 20%| 15%| 8%| 100%
Johanna 15%| 15%| 20%| 20%| 15%| 15%; 0% :
Jasmin 15%| 5%| 30%| 30%| 5%| 15%]| 100% 50% 2
Flacheincm?| 299| 26| 46| 46| 26| 299 2038
Flachein % |14.7%]12.8%|22 6%[22.6%|12.8%(14.7%| 100% 10%

Abb. 5. Links: Festlegungen einer Klasse 7 (nach Bauchgefiihl und Proportionalitatsmodell). Rechts: die Unsicherheit (Abstimmung
Uber das Vertrauen in die sechs Modelle). In der Sekundarstufe Il ist das Vertrauen in das Proportionalitatsmodell meist groBer, weil

man allem traut, was man berechnen kann (RIEMER, 2023, 21).
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In allen Fallen handelt es sich um unsichere Festlegungen.
ALExas Vorschlag (Abb. 5) stoRt aber auf Kritik, weil sie nach
Meinung der Klasse wegen der fehlenden Symmetrie nicht an
Chancen (die auf der Modellebene leben) gedacht hat, sondern
an (durchaus plausible) relative Haufigkeiten nach einem Ver-
such (die in der Erfahrungsebene leben). Aber auch JOHANNAS
Festlegung muss nachgebessert werden. Sie hatte fiir 3 und 4 je
20%, fur 1 und 6 je 15% veranschlagt - und zu spat bemerkt,
dass dann fir 2 und 5 mit je 15% zu viel ubrigbleibt.

Eine Abstimmung lber die Glaubwiirdigkeit der Modelle zeigt,
dass in dieser Klasse 7 das muhsam berechnete Proportionali-
tatsmodell wenig Zustimmung findet: Die 12,8 % fur die wacke-
ligen Hochkant-Lagen schienen vielen Kindern zu hoch gegriffen.
In der Sekundarstufe Il sieht das oft anders aus, weil man miih-
sam berechneten Zahlen vertraut.

4.2 Experimentieren

Nach der Phase des Spekulierens wird das Experiment mit Span-
nung erwartet. Jeder ,wiirfelt“ 100-mal mit einem Becher, der
auf den Tisch gestiilpt wird, so dass die absoluten sofort auch
als relative Haufigkeiten gelesen werden konnen. Die Ergeb-
nisse werden wie in Abbildung 5 in Flinfergruppen samt revi-
dierter Wahrscheinlichkeitsverteilungen in eine gemeinsame
Tabelle eingetragen, gegebenenfalls auch langsam zum Mit-
schreiben ins Heft diktiert.

Der DUBUFFETsche Wahrscheinlichkeitsbegriff

wahrgenommen werden. Die Schiiler/innen erleben, dass sich
die Zufallsschwankungen der relativen Haufigkeiten durch das
Kumulieren in Gruppen verkleinern, aber nie verschwinden und
dass die Modelle aller Gruppen die Teilsymmetrien der Quader
widerspiegeln. Nach dem Zusammenfassen aller relativer Hau-
figkeiten einigt man sich im Plenum auf eine oder mehrere
nahe beieinander liegende Wahrscheinlichkeitsverteilungen, in
die man sehr viel mehr Vertrauen hat als in die zuvor ,,aus dem
hohlen Bauch heraus aufgestellten®, vergleiche hierzu die
Modelle A und B in Abbildung 6. Sie konnen durch weitere Ver-
suche ggf. noch ein bisschen verbessert werden, wobei sich die
kleinen Verbesserungen dann aber als vergleichsweise irrele-
vant herausstellen. Das fasst man furs Regelheft (Abb. 7) wie
folgt zusammen:

(1) Bei Zufallsexperimenten kann man einzelne Ergebnisse nicht
vorhersagen, man kann ihnen aber Wahrscheinlichkeiten zuord-
nen, die zusammen 100% ergeben.

(2) Die Wahrscheinlichkeiten sind gut gewahlt (,festgelegt®),
wenn

« man Symmetrien beachtet,

« die relativen Haufigkeiten in der Nahe der Wahrscheinlich-
keit liegen,

« die relativen Haufigkeiten bei Versuchswiederholungen
zufallig um die Wahrscheinlichkeiten pendeln, mal etwas
dariiber liegen, mal etwas darunter.

« Die Wahrscheinlichkeiten driicken aus, wo man zukiinftig
in etwa die relativen Haufigkeiten erwartet.

Abb. 6. Versuchsergebnisse (Auszug) und funf Modelle, wobei
die finalen Festlegungen A und B nahe beieinander liegen und
hohes Vertrauen genieBen (Die komplette Tabelle findet sich

in RIEMER, 2023, 24)

4.3 Reflektieren
Das verlangsamende Mitschreiben hat den Vorteil, dass Zufalls-
schwankungen (wie die 48 Dreier bei ToBIAS) noch bewusster
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Warfeln mit Quadern: 0,21 Wrfelbecher auf den Tisch gestiilpt (3) Je mehr Erfahrungen zugrunde liegen, desto groBer das Ver-

Name 1 2 3 4 5 6 trauen in die festgelegten Wahrscheinlichkeiten.

Patrick 10 6 28] M1 4 11] 100

Daniel 6 7 35 45 4 3] 100 _

Binoy 7 4 37 34 1 17 100 Realitatsebene Modellebene

Tobias 3 6 48 33 6 4] 100 hy +---+ h, = 100% pt-+p,=1

Michael 12 0 28 42 7 11] 100 relative Haufigkeiten Wahrscheinlichkeiten

absolute H. 38 23| 176] 195 22 46| 500 leben im Becher leben im Kopf

relative Haufigkeit 7,6%| 4,6%|35,2%)|39,0%| 4,4%| 9,2%| 100% schauen zuriick schauen nach vorne

Modell Gruppe 1 8%)| 4,5%]| 37,5%| 37.5%| 4.5%| 8,0%| 100% x werden festgelegt, bezweifelt,

schwanken zufillig e

Paula 11 6 34 32 7 10| 100 Im Fall von Teilsymmetrien

Elaine 14 10 28 24 9 15 100 ungefahr gleich genau gleich

Marie 4 6] 41 32 11 6] 100 Mittelwert Erwartungswert

Marga 10 6 34 29 7 14 100 =2 hy + ot X by P=2x; Py 4+ X P

Sandra 7 4 30 37 4 18] 100 - - -

absolute H 76 32| 167|154 38 53] 500 Standardabweichung (empirisch) | Standardabweichung

relative Haufigkeit | 9,2%| 6,4%)| 33.4%] 30,8%| 7.6%] 12,6%| 100% S= ’Z(x!_ - %)k e ’Z(x‘ -2y

Modell Gruppe 2 10%]  8%| 32%| 32%| 8%| 10%| 100%

alle zusammen 279] 207] 834] 883] 204] 293 2700 Abb. 7. Regelhefteintrag nach Lambacher-Schweizer 7 (2007),

relative Haufigkeit | 10,3%| 7,7%| 30,9%]| 32,7%| 7,6%|10,.9%]| 100% mit praziser Abgrenzung der Realitats- von der Modellebene.
Die Schiiler/innen haben in diesem Unterrichtsverlauf er|

Modell A 11%|  8%| 31%| 31%| 8%| 11%| 100% d es\jl L:]le h .el. hib? -d<[e)se v teh ¢ ;sve l?u € .le:t’

Modell B 105%|  8%| 31.5%]| 31.5%| _ 8%]| 10.5%| 100% ass Wahrscheinlichkeiten im DUBUFFETschen Sinn als unsichere
Modelle festgelegt werden.

Proportionalitdtsmodell: Kanten (cm 2,3 2 1,3

Flache in cm? 2,99 2,60 460 460 260 299 20,38

Flachenanteil 14,7%] 12,8%] 22,6%| 22,6%| 12,8%| 14,7%| 100%

5 Jetzt wird’s philosophisch - drei Dialoge

5.1 Dialog zwischen Schulbuchautoren

THoMAS (Schulbuchautor): Eure Formulierung: ,Die Wahrschein-
lichkeiten sind gut gewahlt... klingt eingangig, ist fachlich aber
falsch. Wahrscheinlichkeiten kann man nicht wahlen, die sind
da! Da bin ich bei den anderen Schulbiichern und bei der Didak-
tik (Abb. 8). Die DUBUFFET-Wahrscheinlichkeiten sind bestenfalls
Hypothesen iiber die richtige Wahrscheinlichkeit, aber um
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Hypothesen geht es erst in der beurteilenden Statistik, wo man
sie testet, nicht in Klasse 7.

(1) Wir gehen aus von der Existenz einer dem Zu-
fallsexperiment innewohnenden objektiven
Wahrscheinlichkeit, die wir durch verschiedene
Ansatze naherungsweise zu bestimmen versuchen.

(2) Der Laplace-Wahrscheinlichkeitsansatz ist ein
theoretischer Ansatz a priori, d. h. vor Durch-
filhrung des fraglichen Zufallsexperiments, rein
aus der Vernunft gewonnen.

(3) Der frequentistische Wahrscheinlichkeitsansatz ist
ein empirischer Ansatz a posteriori, d. h. nach
Durchfiihrung des fraglichen Zufallsexperiments
gewonnen.

(4) Der subjektive Wahrscheinlichkeitsansatz ist ein
theoretischer Ansatz, in dem haufig eigene
Erfahrungen und Wiinsche verankert sind.

Abb. 8. Die ,,Axiome* der Didaktik nach BUCHTER & HENN (2007,
182): Modell- und Wirklichkeitsebene werden nicht getrennt,
Erwartungen spielen keine Rolle und von Erfahrungen ist nur
in (4) die Rede.

WOLFGANG/ SEBASTIAN:

Wir sehen das anders: Die Didaktik hat die ,,Kopernikanische*
Wende weg von R. V. MISES hin zu KOLMOGOROFF verschlafen.
KOLMOGOROFFs geniale Idee war, Wahrscheinlichkeiten im
DusurrETschen Sinn als unsichere Festlegungen zu begreifen
und auf das Unmogliche zu verzichten, namlich ,die* Wahr-
scheinlichkeit (als Grenzwert von Folgen relativer Haufig-
keiten) genau bestimmen zu wollen. Statt diese zentrale Idee
aufzugreifen hat sich die Didaktik in den Zeiten der Mengen-
lehre (,New-Math®) auf Ereignisalgebra konzentriert, weil
Ereignisse Mengen sind, die man miteinander verkniipfen kann.
KOLMOGOROFFs eigentliche Idee wurde dabei didaktisch gegen
die Wand gefahren. Wir haben ein Gesprach zwischen
CHRISTIANE, die sich als Examenskandidatin exakt an die fach-
didaktischen Axiome halt, und DUBUFFET mitgeschnitten:

5.2 Gesprich tiber die Axiome

(1) CHRISTIANE:

Wir gehen aus von der Existenz einer dem Zufallsexperiment
innewohnenden objektiven Wahrscheinlichkeit, die wir durch
verschiedene Ansatze naherungsweise zu bestimmen versuchen.

DUBUFFET:

,Wir“ meint sicher nicht die Kinder. Ist es fiir Siebtklassler/
innen nicht hochst frustrierend, wenn selbst hochkaratige
Fachdidaktiker/innen nur versuchen konnen, Wahrscheinlich-
keiten zu bestimmen ... - und das auch nur nédherungsweise?

(2) CHRISTIANE:

Der LAPLACE-Wahrscheinlichkeitsansatz ist ein theoretischer
Ansatz a priori, d.h. vor Durchfiihrung des fraglichen Zufalls-
experiments, rein aus der Vernunft gewonnen.
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DUBUFFET:

Hinter ,rein aus der Vernunft gewonnen“ stecken doch auch
nur Erwartungen, die aus guten Erfahrungen mit Symmetrie
oder Proportionalitat resultieren.

(3) CHRISTIANE:

Der frequentistische Wahrscheinlichkeitsansatz ist ein empiri-
scher Ansatz a posteriori, d.h. nach Durchfilhrung des frag-
lichen Zufallsexperiments gewonnen

DUBUFFET:

Hinter ,frequentistisch® stecken die Erfahrungen aus den
systematischen Zufallsexperimenten. In dem Moment, in dem
man frequentistische Wahrscheinlichkeiten hinschreibt, handelt
es sich auch nur noch um ,,unsichere* Festlegungen. Und uber-
haupt: ab wann wiirdest du die hingeschriebenen Wahrschein-
lichkeiten als frequentistisch bezeichnen? Schon nach 5 Ver-
suchen? Nach 10 ... oder vielleicht erst ab 200 Versuchen?

Und schau mal, wie sich die armen Schulbuchautor/inn/en
winden, wenn Sie in Merkkasten festhalten miissen, was sich
Schiiler/innen unter frequentistischen Wahrscheinlichkeiten
vorstellen sollen (Abb. 9a, 9b). Da fallen Modellebene (Wahr-
scheinlichkeit) und Realitatsebene (relative Haufigkeit) zusam-
men.

Wenn ein Zufallsexperiment sehr oft durchgefuhrt wird,
dann stabilisiert sich die relative Haufigkeit der Ergebnisse
um einen festen Wert P(A).

Dieser Wert heiBt Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses A.

Abb. 9a. Fundamente der Mathematik 7 (G9) NRW (2019,189)

Wird ein Zufallsexperiment sehr viele Male wiederholt,
so stabilisieren sich die relativen Haufigkeiten. Diese
relativen Hdufigkeiten sind dann die Wahrscheinlich-
keiten.

Abb. 9b. http://www.austromath.at/medienvielfalt/materialien/
wkeit/lernpfad/index.htm (,,teste dein Wissen®)

CHRISTIANE:

Der subjektive Wahrscheinlichkeitsansatz ist ein theoretischer
Ansatz, in dem eigene Erfahrungen und Wiinsche verankert
sind.

DUBUFFET:

Was unterscheidet ,eigene Erfahrungen® von denen, die man
beim Durchfiihren von Zufallsexperimenten in (3) sammelt oder
von Symmetrieerfahrungen (2) bei LAPLACE?

Aber sei mal ehrlich: Wiinsche haben hier nichts zu suchen!

5.3 Blick ins Klassenzimmer , Die Wahrscheinlichkeit
hangt vom Zufall ab“

Der Dialog in Abbildung 10 (Auszug aus VOIGT, 1983, 24f) fand in

einer 8. Klasse eines Gymnasiums in der 2. Stunde zur Wahr-
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scheinlichkeitsrechnung statt. Vorausgegangen war eine Stunde
zu LAPLACE-Wahrscheinlichkeiten. An der Tafel stehen kumu-
lierte relative Haufigkeiten fiir das Ereignis ,,Riickenlage beim
Werfen einer ReiBbzwecke.

01 Lehrer: ,,54%, 60%, 54%, 51%, 55%, 60% ... Sind das
Wahrscheinlichkeiten?*

02 Schiiler: ,weiB nicht“.

03 Lehrer: ,Was sind denn das fur Dinger?

04 Schiiler: ,Wahrscheinlichkeiten.

[Einige Minuten spater...]

05 Marco: ,,Die Wahrscheinlichkeit hangt vom Zufall ab.“
06 Lehrer: ,,Die Wahrscheinlichkeit hangt nicht so sehr
vom Zufall ab.

Die Versuchsausgange hangen vom Zufall ab.“
»Was hat jetzt die relative Haufigkeit mit
Wahrscheinlichkeit zu tun?

08 Schiiler: [Erklart, wie man die relative Haufigkeit aus-
rechnet.]

»ja, aber ist jetzt Wahrscheinlichkeit dasselbe
wie relative Haufigkeit?

»Ich wiirde sagen ja. Von der Herkunft wiirde
ich sagen ja.

Nur relative Haufigkeit ist im Vergleich zur
Wahrscheinlichkeit ungenauer.

[deutet auf eine relative Haufigkeit]:

,»Bist du denn sicher, dass das die richtige
Wahrscheinlichkeit ist?“

»,Nein. Die kann man gar nicht feststellen.“
,Die kann man gar nicht feststellen. So etwas
gibt es, aber feststellen konnen wir sie nicht.
Was konnen wir machen fir die Wahrschein-
lichkeit?

»uberhaupt nichts.“

07 Lehrer:

09 Lehrer:

10 Stefan:

12 Lehrer:

13 Stefan:
14 Lehrer:

15 Stefan:

Abb. 10. Fragend-entwickelnder Dialog

MARCOs Bemerkung in Zeile 05 ,,Die Wahrscheinlichkeit hangt
vom Zufall ab“ konnte von DUBUFFET stammen - und hat philo-
sophische Tiefe: Das Modell, das wir uns vom Verhalten der
Zwecke machen, hangt tatsachlich - genau wie spater das
Konfidenzintervall - vom Zufall ab, von dem namlich, was wir
zuvor erlebt haben: ganz nach dem Motto: Wahrscheinlichkeit
entsteht, wenn aus Erfahrung Erwartung wird.

Das passt aber nicht zum Weltbild des Lehrers, der in Zeile 06,
den Axiomen aus Abbildung 8 entsprechend Wahrscheinlichkeit
als eine objektiv existierende GroBe begreift, nicht als vom
Menschen gesetztes Modell der Wirklichkeit. Deswegen wiinscht
er sich als Antwort auf seine Frage in Zeile 14 (vergeblich) die
Antwort: ,Man kann die Wahrscheinlichkeit nur schatzen®.

Wenn man versucht, Wahrscheinlichkeit als Grenzwert relati-
ver Haufigkeiten zu ,,definieren®, verflucht man insgeheim den
Zufall und damit den Kern der Stochastik. Man landet schnell
bei LORD VOLDEMORT, den J.K. ROWLING in Ihren HARRY POTTER-
Banden definiert als ,,Der, dessen Name nicht genannt werden
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darf“ oder als ,,Du weif3t schon wer“: Ist nicht die frequentis-
tische Wahrscheinlichkeit der LORD VOLDEMORD der Stochastik,
»die, deren Wert nicht bestimmt werden kann* oder ,,Du weifit
schon welche*?

6 Geloste Probleme

In seinem Vortrag (10.12.2022) auf dem AK Stochastik der GDM
merkte TOBIAS ROLFES an:

« Die Bildungsstandards der Primarstufe und der Sekundar-
stufe sind bzgl. des Wahrscheinlichkeitsbegriffs wenig
abgestimmt.

« In der Sekundarstufe | werden der LAPLACESche und der
frequentistische Zugang zum Wahrscheinlichkeitsbegriff
isoliert voneinander unterrichtet.

« Es stellt sich die Frage, wie die unterschiedlichen Zugange
zum Wahrscheinlichkeitsbegriff integrativ so unterrichtet
werden konnen, dass intuitive Schiilervorstellungen
gewinnbringend in den Stochastikunterricht einflieRen
(vgl. hierzu auch RoLFEs et al., 2018)

« Und nochmals HERMANN DINGES (1980): ,,Der klassische
Wahrscheinlichkeitsbegriff scheint geeignet, am Anfang
des Unterrichts zu stehen. Er hat aber seine Grenzen: die
hohere Wahrscheinlichkeitsrechnung braucht den Begriff
der Hypothese. “

Lost nicht die DuBuFreTsche Sicht auf Wahrscheinlichkeit alle
vier Probleme gleichzeitig?

« Ist nicht die Beobachtung, dass die qualitativ zwischen
unmaoglich und sicher arbeitende Wahrscheinlichkeitsskala
der Grundschule, die - ohne (!) einen Vorkurs ,,beschrei-
bende Statistik” - nur durch die Beschriftung der Enden
mit 0% und 100% quantitativ wird, der in der Didaktik
bisher noch nicht entdeckte ,,missing Link“ zwischen
Primar- und Sekundarstufe?

Ist nicht die Idee, dass alle Wahrscheinlichkeiten als prog-
nostische Modelle im Kopf als unsichere Festlegungen aus
Erfahrungen entstehen, die verbindende Briicke zwischen
den LApLACE‘schen und den frequentistischen Wahrschein-
lichkeiten?

Eindringlich kann man das erleben, wenn man - anstelle
von Spielwurfeln - beschriftete Sechskantstifte Uber den
Tisch rollen lasst. Dabei fallt das wegen der Sechskant-
Symmetrie hochst vertrauenswiirdige LAPLACE-Modell wie

Abb. 11. US-Penny, vgl. RIEMER & MEHL (2024) und
https://www.youtube.com/watch?v=icxu3e_z2ul
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Kartenhaus in sich zusammen und die LAPLACE-Wahrschein-
lichkeiten werden durch hinzukommende Erfahrungen
modifiziert (und erfahrungsbasiert durch neue Festlegungen
ersetzt). Gleiches gilt, wenn man Miinzen nicht wirft,
sondern aufrechtstehend um die eigene Achse kreiseln
lasst. Bei US-Pennys liegt wegen des ,,ausgepragten® also
schweren Profils ABRAHAM LINCOLN (Abb. 11 links) sehr
haufig (in bis zu 80% aller Falle) unten, sein Denkmal mit
der Aufschrift ,,One Cent“ (Abb. 11 rechts) also oben.

« Aber auch wer den Axiomen der Didaktik folgend an unab-
hangig von uns Menschen existierende Wahrscheinlichkei-
ten glaubt, kann hervorragend mit DUBUFFET leben, wenn
man DuBUFFETs Wahrscheinlichkeiten als Hypothesen liber
,die wahren“ Wahrscheinlichkeiten auffasst.

Deswegen trugen die beim ,,Quadern® aktivierten Wahr-
scheinlichkeitsvorstellungen bisher den Beinamen
»hypothetisch-prognostisch®, um sie von den LAPLACE’schen
und den frequentistischen Wahrscheinlichkeiten abzu-
grenzen.

7 Resiimee und Ausblick

» Beim DusurreTschen Wahrscheinlichkeitsbegriff handelt
es sich um eine absolut unterrichtstaugliche und hand-
lungsorientierte Interpretation des KOLMOGOROFFschen
Wahrscheinlichkeitsbegriffs, bei der subjektivistische,
LAPLACEsche und frequentistische Sichtweisen auf Wahr-
scheinlichkeiten zu einer Einheit zusammenwachsen.

Fir die Begriffsbildung problematisch wird es, wenn man
das empirische Gesetz der groRen Zahlen im Sinne des
starken Gesetzes der groRen Zahlen deutet und gemaB

V. Mises versucht, Wahrscheinlichkeit als Grenzwert
relativer Haufigkeit zu definieren. Man landet bei LORD
VOLDEMORT und Realitats- und Modellebene verschwimmen
miteinander.

Unproblematisch ist dagegen die
Gesetzes der groBen Zahlen:

1

Vn

Deutung des

a) Die Zufallsschwankungen der relativen Haufigkeit A um
ein bekanntes p halbieren sich, wenn man den Versuchs-
umfang n vervierfacht. Das kann man schon in Klasse 7
entdecken, wenn man Zufallsschwankungen nicht durch
die Standardabweichung misst, sondern durch die Lange
der Boxen in Boxplots.

b) Ab Klasse 10/11 prazisiert man: die relative Haufigkeit
h liegt ,,fast immer® im Prognoseintervall

Vp(1-p) p(1-p)
p—2 N ;p+2

\/i )
dessen Vereinfachung
1 1 1 1 . 1
-7 s+glire=3

fur die Namensgebung \/iﬁ -Gesetz (RIEMER, 1991) verant-
wortlich war.

c¢) Daraus folgt das eingangige Konzept des Bezweifelns:
(Nur,) wenn man sich bei einer Wahrscheinlichkeits-
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angabe p unsicher ist und eine relative Haufigkeit h
auBerhalb des Prognoseintervalls von p beobachtet,
bezweifelt man, dass p ein gutes Modell ist.

Es handelt sich hierbei um eine praformale Fassung des

zweiseitigen Signifikanztests auf dem 4,6 %-Niveau.

Das Konzept des Konfidenzintervalls, in dem man zu einer

beobachteten relativen Haufigkeit h alle die Wahrschein-

lichkeiten sammelt, die man nicht bezweifeln muss, passt
ausgezeichnet zum DuBUFFETschen Wahrscheinlichkeitsbe-
griff, denn Konfidenzintervalle sind - genau wie DUBUFFETS

Wahrscheinlichkeiten - abhangig von der Erfahrung (der

relativen Haufigkeit h) und sie sammeln die Festlegungen,

bei denen man sich ,,ein bisschen weniger® unsicher ist.

Das entspricht dem breitbeinigen Positionieren auf der

Wahrscheinlichkeits-Grundschulskala oder den nahe bei-

einanderliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Aund B nach den 2700 Quaderwiirfen in Abbildung 6.

« Und wenn man sich in Ubereinstimmung mit den Siebt-
klasslern aus Abbildung 5 entschlieBt, auch DUBUFFETs
Unsicherheit (vgl. die letzte Spalte in Abbildung 5) auf
einer Skala zwischen 0% und 100% zu quantifizieren,
landet man im BAYEsschen Universum. Man erkennt, dass
auch die - von klassischen Statistikern abgelehnte -
BAYesianische Sicht auf die Welt, in der das Vertrauen in
die Brauchbarkeit von Modellen durch Wahrscheinlich-
keiten bewertet wird, ausgezeichnet unter DUBUFFETs Hut
passt. Die unterschiedlichen Sichtweisen der Objektivisten
und der Subjektivisten beleuchten BUCHTER & HENN (2007,
377f) und auch BARTH & HALLER (1985, 70f).

8 Nachwort: JEAN DUBUFFET als Namensgeber
unseres Wahrscheinlichkeitsbegriffs

Im Jahr 1964, also ein Jahr vor den ,unsicheren Festlegungen®
schuf JEAN DUBUFFET ,,Algebra of Uncertainty“ (L’ Algebre des
Incertitudes, Link zum Bild: https://www.moma.org/collection/
works/38576). Man konnte das Bild so sehen: Die Schnitt-, Ver-
einigungs- und Komplementarereignisse sind dort kiinstlerisch
durchkomponiert, gut zu erkennen. Ob sich DUBUFFET fur Ereig-
nisalgebra interessierte, bevor er mit den ,,Unsicheren Fest-
legungen“ sozusagen in die ,Wahrscheinlichkeitstheorie“ hin-
uberschwenkte?

Dokumentiert ist dazu nichts. Vermutlich hat sich DUBUFFET nie
mit Mathematik beschaftigt. Sehr gut dokumentiert ist dagegen,
wie seine frilhen Gemalde - vom Bildvokabular der Kinder und
Naiven inspiriert - die ,Art brut“ begriindeten. Und wegen
dieses naiven Blicks durch die Augen Lernender, sich die Umwelt
erschlieBender Kinder, die auf das Eis am letzten Schultag
hoffen - haben wir ihn zum Namenspatron unseres Wahrschein-
lichkeitsbegriffs gemacht.

Ob es DUBUFFET bei den ,,Déterminations incertaines“ vielleicht
sogar um das Wahrnehmen an sich ging? Beim Wahrnehmen
werden ja auch auf Vorwissen (Vorerfahrungen, bereits kon-
struiertes Wissen) aufbauende Festlegungen getroffen - wobei
man sich der Unsicherheit bewusst sein sollte, denn man konnte
sich ja beim Wahrnehmen getauscht haben. Das fuihrt auch zu
einer gewissen Vorlaufigkeit von Wahrnehmungen, auf der Basis
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von mehr oder anderem Vorwissen konnte etwas anderes wahr-
genommen werden. Moglich ware es, sich einen im Nebel
Herum-Tappenden vorzustellen, der versucht, Sinn aus dem zu
machen, was ihn umgibt. Vielleicht geht es Kindern ahnlich,
wenn sie auf Zufallskontexte treffen, vielleicht geht es den
reflektierenden Fachdidaktiker/inne/n sogar ein klein wenig
ahnlich. Insofern ist das Formulieren einer Wahrscheinlichkeit
tatsachlich so etwas wie das In-Worte-Fassen einer Wahrneh-
mung (und mit so einer verbalisierten Wahrnehmung sind wir
bereits auf der Modellebene). DUBUFFET unterscheidet auf diese
Weise moglicherweise die Welt der Wahrnehmungen (,,Modelle®,
die sich ein Mensch von etwas macht) und die - vermutlich als
unzuganglich betrachtete - ,,Realitat“. Schon ist an den Déter-
minations incertaines, wie Unordnung und beginnende Ordnung
ineinandergreifen, wie die Wahrnehmung und grafische Verar-
beitung/Strukturierung immer noch keinen sicheren Halt gibt...
Nur eins ins sicher: ANDREI NIKOLAJEWITSCH KOLMOGOROFF hatte
sich wegen der ,,Festlegungen® Uber die ,,schulische Rehabilita-
tion“ seines axiomatischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs jenseits
aller mengentheoretischen Formalismen sicherlich sehr gefreut!
Ebenso THomaS BAYES, dariiber, dass DUBUFFET die mit den Fest-
legungen verbundenen ,,Unsicherheiten“ nicht hat unter den
Tisch fallen lassen. Ob Kunst und Mathematik letztendlich doch
viel naher beieinander sind als wir Mathematiker/innen auf den
ersten Blick vermuten?
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